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ESTIMATIVA DA RELACAO HIPSOMETRICA COM MODELOS NAO LINEARES
AJUSTADOS POR METODOS BAYESIANOS EMPIRICOS

RESUMO: Neste trabalho, esta sendo proposta uma abordagem bayesiana para resolver
o problema de inferéncia com restricoes nos parametros, em modelos nao lineares
que representam a relacao hipsométrica em clones de Eucalyptus sp. As estimativas
Bayesianas sdo calculadas com a técnica de simulacao de Monte Carlo em Cadeia de
Markov (MCMC). O método proposto foi aplicado a diferentes conjuntos de dados
reais, dos quais foram selecionados dois para mostrar os resultados obtidos. Estes
foram comparados aos obtidos pelo método de minimos quadrados, destacando-se a
superioridade da abordagem Bayesiana empirica proposta, uma vez que esta abordagem
sempre gera resultados coerentes biologicamente para a relagcao hipsométrica.

ESTIMATE OF THE HYPSOMETRIC RELATIONSHIP WITH NONLINEAR
MODELS FITTED BY EMPIRICAL BAYESIAN METHODS

ABSTRACT: In this paper we propose a Bayesian approach to solve the inference
problem with restriction on parameters, regarding to nonlinear models used to represent
the hypsometric relationship in clones of Eucalyptus sp. The Bayesian estimates are
calculated using Monte Carlo Markov Chain (MCMC) method. The proposed method
was applied to different groups of actual data from which two were selected to show the
results. These results were compared to the results achieved by the minimum square
method, highlighting the superiority of the Bayesian approach, since this approach always
generate the biologically consistent results for hipsometric relationship.
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INTRODUCAO

A quantificacdo da altura das arvores é funda-
mental principalmente para o calculo do volume de madeira
dos povoamentos e para se fazer classificacdes destes quan-
to as suas produtividades. A estimacao indireta da altura da
arvore é uma pratica comum em inventarios florestais, uma
vez que a medicao de todas as arvores em pé através de
hipsémetros é uma operagao onerosa e sujeita a erros.

Neste sentido, tem-se como pratica medir
na parcela a altura de parte das arvores e o diametro
de todas e, através dos pares altura-diametro mensu-
rados, estabelecer uma relagio matematica que pos-
sibilite estimar as alturas das demais arvores contidas
na parcela. Essas relacées matematicas sao conhecidas
como equacdes hipsométricas, que buscam estimar a
altura das arvores através da relacao DAP (Diametro
do tronco da arvore a /,3m do solo) e H (altura to-
tal da arvore). Essa técnica de mensuragao na qual é
medido o didmetro de todas as arvores da parcela e
a altura total de parte delas, resulta em uma sensivel
reducdo nos custos do inventario florestal e em uma
operacionalizacdo mais eficaz (RIBEIRO et al., 2010).

Buscando melhorar as estimativas das
alturas, os métodos e modelos adotados tém-se torna-
do cada vez mais sofisticados (SOARES et al., 2004). Por
sua vez, existe uma dificuldade na escolha do melhor
modelo para representar estas relagdes, devido a nao
linearidade da relacao entre as variaveis envolvidas e das
restricoes impostas aos parametros dos modelos, por
razdes bioldgicas. Este fato torna o ajuste de modelos
matematicos para representar as relagoes hipsométricas
um problema de regressao nao linear com restricoes
nos parametros. A abordagem desse problema com os
métodos convencionais de inferéncia estatistica, tais
como método de maxima verossimilhanca e o método
de minimos quadrados torna-se ineficiente para varios
modelos propostos. Uma abordagem bayesiana mos-
tra-se como uma alternativa promissora por permitir
incorporar, a priori, restricdes bioldgicas aos parametros
dos modelos considerados (THIERSCH et. al., 2013).

Existe uma profusao de modelos que descre-
vem essa relacdo (SOARES et al., 2004). Nao foi foco
deste trabalho questionar os modelos hipsométricos

mais utilizados no setor florestal, mas tentar estimar
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de forma mais precisa e eficiente seus parametros com
amostras de tamanho reduzido utilizando uma aborda-

gem Bayesiana.

MATERIAL E METODOS

Localizacao e caracterizacao da area

Os dados utilizados para testar a metodologia
proposta foram coletados em florestas plantadas de
clones de Eucalyptus sp., da Fibria S.A., na regido de Ita-
petininga, ao sul do Estado de Sao Paulo, com coorde-
nadas geogréificas 23°56’ S de latitude e 42°21’ W de
longitude, a uma altitude média de 655m.

Amostragem

Foram utilizadas cerca de 1000 parcelas cir-
culares e com area de 500m? locadas em povoamentos
com idades variando de 2 a 8 anos, das quais foram se-
lecionadas duas, com e sem coeréncia bioldgica, para
exemplificar os resultados obtidos. Sendo que, a parcela
A foi mensurada em um povoamento de 4,34 anos de
idade, espacamento de 3,0X2,0m com |4 fustes e a par-
cela B em povoamento de 6,12 anos, espacamento de

3,0 3,0m e nimero de fustes igual a 15.
Modelos hipsométricos

De forma geral pode-se representar a relacao
entre o diametro (DAP) do tronco da arvore e a altura
total da arvore (H) usando a relacio (equacéo ), sendo:
em quei = 1,..,n; Y, € X, sdo funcoes monotdnicas da
altura Hi e do didametro DAPi, respectivamente, €; é um
erro aleatério.

vi =n(x; B) + & [1]

Dentre os diversos modelos hipsométricos uti-
lizados no meio florestal, foram selecionados trés, os
quais podem ser vistos na Tabela 1.

Os parametros dos modelos apresentados
na Tabela 1 estdo sujeitos as restricées £, >0,i=0,1,2,
em que H representa a altura total da arvore e DAP o
diametro do tronco da arvore a uma altura de 1,30m

do solo.
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TABELA 1 Relacio dos modelos de hipsometria.

CERNE

TABLE 1  List of hypsometric models.

Autor y X 77(337 ﬁ)
Stoffel(1955) In(H) In(DAP) Bo + b1z
Petterson(Curtis, |967) In(H) 1/DAP —3In(Bo + Biz)
Prodan(1965, 1968) In(H) 1/DAP —In(Box* + B1z + 32)

Estimador de minimos quadrados

Neste trabalho, no lugar das observacbes
pareadas {(H, DAP),.,(H, DAP)} foi utilizada a
relacdo apropriada para cada modelo dado na Tabela
1, e foram consideradas as observacdes transformadas
{7, ),y x)} , onde y, = g,(H) e x = g,(DAP),
com g,(.) e g,(.) dados na Tabela 1.

Foi denotado por B=(B,.... 5.) o vetor de
parametros de cada modelo e descrito de forma geral
o modelo para as n observacées transformadas, na forma
vetorial, (equagdo 2), sendo: Y=(y ...,y ), X=(X....x ),

!

e=(ge,) e n(@:B) = (n(21: B), ... ,n(zn: B)).
Y =n(z;08) +€ [2]

A notagao 7(;5) foi utilizada para denotar que
a funcaol] tem como parimetro o vetor B. Portan-
to, o estimador de minimos quadrados para o vetor de
pardmetros f foi calculado resolvendo-se o proble-
ma de minimizacao dado pela equacdo 3, sendo: onde
RP é o espaco real p dimensional. Foi denotado por
0l 8)=(rlx: 8).-.nlx,: 3)) a avaliacdo da funcao 7(x; 8)quando
os parametros 8 foram substituidos por suas estimativas B.

-~

5 =min(Y —n(x; 8)) (Y

BeERP

—n(x;0)) [3]
Entdo, um estimador nao viciado [4] para a
variancia 02

9 1 ~ 1

o? = (Y —n(x; 8)) (Y = n(x; B)) [4]

n—1

Devido ao pequeno tamanho n das amostras
que geralmente s3o utilizadas em situagbes praticas, as
estimativas de minimos quadrados irrestritas para os
parametros dadas em (2) resultam, em muitos casos,
em valores inconsistentes biologicamente, ou seja, es-
timadores negativos que nao permitem predizer os
valores das alturas das arvores quando se considera ar-
vores com didmetro muito pequeno ou muito grande
(modelos com pardmetros negativos sdo inconsistentes

para os valores extremos). Para resolver este proble-
ma a solucdo foi a inclusao das restrigdes nos paramet-
ros, isso acarretou em (2) as restricées do tipo S € R,
onde R={a,<p <b,i=0,..p}. Na definicao destas re-
stricoes foi considerado inclusive os casos em que alguns
ou todos os a, podem ser - e os b, podem ser +. A
solucdo numérica deste problema pode ser encontrada,
mas exige condi¢bes iniciais adequadas, caso contrario
implica em muitas dificuldades de convergéncia.

Para contornar tal dificuldade, esta sendo
proposta uma abordagem Bayesiana para o calculo des-
sas estimativas. Na abordagem Bayesiana as informacoes
a priori sobre os parametros podem compensar parcial-
mente a pouca informacdo extraida somente dos dados
quando estes constituem uma pequena amostra.

Abordagem bayesiana

A abordagem Bayesiana do problema de in-
feréncia dos parametros de um modelo assume que
estes parametros sao variaveis aleatérias e qualquer in-
formacao inicial sobre eles pode ser modelada por uma
funcao densidade de probabilidade a priori.

Combinando-se estas densidades a priori com a
funcao de verossimilhanga dos dados, através do teore-
ma de Bayes, chega-se a funcdo densidade de probabili-
dade a posteriori. Denotando-se o vetor de parametros
de um modelo por 9, a densidade a priori por 7, (49) e
a fungao de verossimilhanca associada a um conjunto de
observacoes D por L(H | D), entdo a funcao densidade
de probabilidade a posteriori é dada pela equagao 5.

L(0|D)mo(0)

m(0ID) = Jo L(0]D)mo(6)do ]

A integral em [5] é uma integral multipla sobre
o dominio de definicio dos parametros & € ® que rep-
resenta a constante normalizadora da densidade a pos-
teriori, portanto, € uma funcdo somente dos dados D
observados. E comum se adotar a notacao de propor-
cionalidade para representar a densidade a posteriori,
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como realizado neste estudo, dada pela equacao 6.

7(8D) ocL(0]D)mo(6) 6]

A funcao de verossimilhanca

Para escrever a fungao de verossimilhanca dos
modelos (Tabela 1) foi considerado que na equagao (1)
o erro de ajuste € é uma variavel aleatéria independen-
te e identicamente distribuida com distribuicao Nor-
mal ~(0.0°). Desta forma a funcio de verossimilhanca
[7] para os dados pode ser escrita a seguir, sendo que
r=1/0">0.

T

£3710) = ()" exp {2 (¥ 1 8)) (¥ —nix:))}

[7]
Densidade de probabilidade a priori empirica

A abordagem bayesiana foi iniciada consid-
erando densidade de probabilidade a priori empirica.
Para considerar as restricdes do tipo S € R, em que
R={a, < B <b,i= O,...,p},

sidades a priori conjugadas Normal-Gama Truncada

foi considerada den-

para os parametros, considerando-se BITO(NT(%(TP)A) e
7 o G(vy, 4y). Assim tem-se [8].

1/2

m(BIT) 7y (8]

exp{~Z1(B— w/P(B — w)]} Ln(B;

Em [8] #=(u,, ) (para os modelos de Stof-
fels e Petterson) e u=(uy,44,4,) (para o modelo de
Prodan) é o vetor de hiperparametros de locacido e P é

TABELA 2 Parametros da densidade a priori empirica.
TABLE 2 Parameters of the empirical a priori densities.

BAYESIANOS EMPIRICOS

a matriz de precisao, ambos conhecidos e T(u,P) é uma
constante normalizadora que nao precisa ser calculada
quando se usa o algoritmo MCMC. 1,(8) é uma funcio
indicadora tal que 7,(8)=1 se #€R e I,(8)=0 caso con-
trario. A densidade a priori para T foi dada por [9].

To(7) o 7L exp{—AoT} 9]
Em (8) v, e 4, s@o hiperpardmetros também
conhecidos. A priori conjunta foi dada por [10].

mo(B, 7) = m(B|7)m2(T) [10]

Neste trabalho foi adotada uma abordagem
empirica para a determinagao dos hiperparametros
U e P. Para isso foram considerados os percentis (H,,
DAP,) e (H,, DAP,), com p<gq, encontrados em dados
histéricos coletados anteriormente as observacoes
da amostra D, os quais ndo ocorreram obrigatoria-
mente de forma pareada (neste trabalho consider-
ou-se nas aplicacées p=25% e q=75%, mas outros
percentis poderiam ter sido considerados sem perda
de generalidade).

Assumindo que os modelos da Tabela | sao
vélidos para esses percentis, os parametros da den-
sidade a priori empirica foram obtidos como descrito
na Tabela 2.

A matriz de precisdao P também foi encontra-
da de forma empirica considerando um coeficiente de
variagao constante CV =~;/pj,j=0,12 (BROEMELING,
1985) garantido que a mesma expressa a confianca nos
hiperparametros u. Desta forma obteve-se [11].

Pardmetros da priori

Modelo ¥ . .
Hy H H Vs X
Vo=V Yo =¥
Stoffels Y, t 4 -r X, - ! “ - In(H) In(DAP)
X, —X X —X
q P q p
aoalz nl 1 1
Petterson T o,Q, - n @ m
Prod _aoalz a,a Q H b
rodan 5 e 0 s DAF
Yo =¥ Vo=V
5= Pp,q;a, =expyy, +| = |x, oy =— "
xq — xp xq — xp
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1 1
Pi=— = _,j=0,1,2 I
W v ]
Assumiu-se também que os coeficientes

,i=0,1,2 sao independentes a priori, de forma que
P, =0 para i# j,(i,j=0,2).

A densidade de probabilidade a posteriori

A funcao densidade de probabilidade a posteri-
oride p e T édada por [12].

W(ﬁ7T|D) & L(IB9T|D)7TO(:8’7—) [12]

Modelo de Stoffels

Para o modelo de Stoffels (THIERSCH et al.,
2013) (Tabela 1), a funcao densidade de probabilidade a
posterioride B e T foi obtida substituindo-se [8] e [9] em
[10], e [7] e [10] em [12]. Assim, tem-se [|3], sendo, e é
o estimador bayesiano irrestrito, dado por [14].

7(B,7ID) o T/ exp {7 [(B—BYV(B-B) + W + 2%} In(8)  [13]

B=(X'X +P)"(X'XB+ Pp) [14]

O proximo passo foi elaborar um algorit-
mo amostrador de Gibbs para encontrar o estimador
bayesiano de p e T . Foi adotada a seguinte notacao [15]

’

e [16], sendo A(B)=(s-3)r(s-5)+w.
[15]
[16]

B|r, D o NT (B, (TV)*)

718, D o G(n/2 +vo + 1, A(B )+ 2)o)

O algoritmo amostrador de Gibbs utilizado
para gerar amostras da densidade a posteriori conjunta
#(B,7| D) é dado a seguir:

I. Faca j=0 e considere a condicio inicial 7.

2. Gere UV de glity |T(J),DxNT[B,(T(J)v)’1].

3.Gere 7V de U B9, Do Gln/2+v, +1A(BD)+ 24, ).

4. Faga e repita os passos (2) e (4) até atingir a

convergéncia.

Modelos de Prodan e Petterson

Para os modelos de Prodan e Petterson (Tabe-
la 1), a funcdo densidade a posteriori foi obtida substitu-
indo na equacao [10] as equagdes [8] e [9],e[10] e [7]
na equacao [12].

CERNE

Em seguida foi elaborado um algoritmo de
simulacado de Monte Carlo em Cadeia de Markov
(MCMC) para encontrar o estimador Bayesiano de (
e T. As funcdes densidade condicionais usadas no al-
goritmo de MCMC sédo dadas por [17] e [18], sendo

BB =L(B 7] D)NT(@;ﬁO,(TP)’1) .
Blr, D o L(B,7|D)NT (85 By, (TP) ")

7|8, D o« W(B,7)G(T; 10, M)

[17]
(18]

O algoritmo MCMC (Metrépolis-Hasting) uti-
lizado para gerar amostras da densidade a posteriori con-
junta é dado por:

I. Faca j=0 e considere a condicio inicial, 7).

2. Gere AU de g+ |T(J),DmNT[ﬁ;so,(T<J>P)’1].

3. Aceite gU*) com probabilidade:

a(BY), BUH)Y = min{1, L(BY*Y, 79| D) /L(BY), 79| D)}

4. Gere U o G(z';vo,/lo).

5. Aceite V") com probabilidade:
otV 7U+)) = min{1, T(BUHY 70+ D) /T (BU+Y, 7_<J')|D)}

6. Faca j« j+1 e repita os passos (2)-(6) até a
convergéncia ser atingida.

Para encontrar as estimativas bayesianas obtidas
via simulagao de Monte Carlo foi adotado o procedimen-
to sugerido em Gilks (GILKS et al, 1998). Considerou-se
um periodo de aquecimento (burn-in) de 50% das iteracées
iniciais. Os passos do algoritmo foram repetidos até que
houvesse evidéncias de convergéncia, monitorada grafi-
camente e com o critério de Geweke (GEWEKE, 1992).
Entao, uma amostra foi selecionada a cada 10 iteracoes.

Logo, definindo oY) = {ﬂ[()'/),ﬁ,(j),f(j)}.j =1L, M

os modelos de Stoffels e Petterson e
0V ={Y), gV, BVt V| j=1,..M para o modelo de
Prodan, a amostra resultante do algoritmo, os estima-
dores bayesianos obtidos via simulacao de Monte Carlo

foram dados pela equacao 19.
1 M

SpMCy _ 1 ()

3902 M;g(ﬂ ;

[19]

E os intervalos de credibilidade [6YC («),84C (1—a)]
foram estimados com base nos percentis da amostra, da-
dos por [20].

PBY(a) < 0)1° <BY(1 - 0)) =1~ [20]
RESULTADOS E DISCUSSAO

As estimativas bayesianas foram obtidas via simu-
lagdo de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC). O
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algoritmo gerou uma amostra de tamanho 40.000, da
qual foram descartadas as primeiras 20.000 (burn in). Se-
lecionou-se da segunda parte um valor a cada 10 gerados
(ou seja, 20.001, 20.010, 20.020,...,40.000), perfazendo,
assim, uma amostra de tamanho 2.000, que foi utilizada
para o calculo das estimativas bayesianas via MCMC.
Um sumario das estimativas bayesianas e clas-
sicas pode ser observado na Tabela 3. Pode-se ver-
ificar nessa tabela que os resultados obtidos utilizando
a densidade de probabilidade a priori empirica foram
sempre coerentes biologicamente. Todos os resulta-
dos respeitaram as restricdes impostas biologicamente,
B, >0,i=0,1,2. Os intervalos de credibilidade bayesia-
nos ICred(95%) revelaram a precisao dessas estimativas.
Nota-se que para os modelos de Petterson e Stoffels na
parcela A, os estimadores de minimos quadrados (MQ)
resultaram em valores positivos e essas estimativas co-

BAYESIANOS EMPIRICOS

incidem com as estimativas bayesianas, mostrando que
houve consisténcia da abordagem bayesiana proposta
com a de MQ, quando esta Ultima foi factivel.

Esse resultado também pode ser visto nas Fig-
uras | e 2 e na Tabela 3, onde os parametros estimados
positivos resultaram em curvas estimadas crescentes em
todos os casos bayesianos, ao contrario do que ocorre
com as curvas estimadas pelo método classico, que em
alguns casos (Figura |- A3 e Figura 2 — Bl, B2, B3) ger-
aram parametros negativos, violando, portanto, as re-
stricoes bioldgicas impostas aos parametros e inviabili-

zando seu uso.
CONCLUSOES

A abordagem bayesiana empirica proposta em
conjunto com a técnica de solucdo via MCMC mos-

Dados B Dados % Dados *
B daiio 2 * Bayesiano i / Bayesiano * >
84 s - * %% ¥ A * %
E 81 E ¥ E 8
g 5 : C
El 2
e : E
2 2 2
T o Toed T e
T T z
e - e e -
* * *
T T T T T T T T T T T T T T T
8 10 12 14 16 8 10 12 14 16 8 10 12 14 18
Dap - Didmetro a 1,3m do solo Dap - Didmetro a 1,3m do solo Dap - Diametro a 1,3m do solo
(A1) (A2) (A3)
FIGURA 1 Ajuste dos modelos hipsométricos de Stoffels (A1), Petterson (A2) e Prodan (A3) para a parcela A.
FIGURE 1 Fitted hypsometric’s model of Stoffels (A1), Petterson (A2) and Prodan (A3) for the sample plot A.
o o o
& - Dados * o ox & - Dados * o ox & - Dados * o ox
Bayesiano Bayesiano Bayesiano
= * M =4 = - * *
E o], % E o | E 2], "
g » 36 o g o
® * ® ® 2
2 2 2
< u < u < u
1 (=2 * % * * 1 9 - 1 (=2 * * * *
T © T =S aS
. .
o o o
Eh : 8 8 2
2 * 2 - 3 *
& T T T T T T « T T T T T T & T T T T T T
21 22 23 24 25 26 21 22 23 24 25 26 21 22 23 24 25 26
Dap - Didmetro a 1,3m do solo Dap - Diémetro a 1,3m do solo Dap - Diémetro a 1,3m do solo
(B1) (B2) (B3)

FIGURA 2 Ajuste dos modelos hipsométricos de Stoffels (B1), Petterson (B2) e Prodan (B3) para a parcela B.
FIGURE 2 Fitted hypsometric’s model of Stoffels (B1), Petterson (B2) and Prodan (B3) for the sample plot B.
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TABELA 3 Estimativas bayesianas e de minimos quadrados.
TABLE 3

Bayesian estimates and estimates of the minimum square.

CERNE

Estimativas Bayesianas EMQ
Parcela ~ Modelo/ Pardmetros
Média ICred(95%) Média IC(95%)

. B, 1,6690 (1,6226;1,7145) 1,6694 (1,6647;1,6737)

B, 0,5330 (0,5144;0,5506) 0,5329 (0,5311;0,5347)

5 B, 0,3066 (0,3023;0,3108) 0,3071 (0,3043;0,3099)

A B, 0,7211 (0,6668;0,7772) 0,7143 (0,6790;0,7506)

B, 0,4718 (0,3979;0,5443) 5,3032 (4,9980;5,5802)
3 B, 0,1367 (0,1222;0,1513) -0,6514 (-0,6983;-0,5981)

B, 0,0340 (0,0329;0,0352) 0,0647 (0,0625;0,0667)

) B, 2,2368 (2,2136;2,2598) 3,6065 (3,6028;3,6102)
B, 0,3781 (0,3705;0,3857) -0,0564 (-0,0576;-0,0552)

5 B, 0,2923 (0,2901;0,2945) 0,3242 (0,3202;0,3282)
B B, 0,6186 (0,5668;0,6711) -0,1233 (-0,2164;-0,0323)
B, 1,5971 (1,2735;1,9061) 17,0885 (9,9086;24,9146)
3 B, 0,1727 (0,1459;0,2002) -1,5391 (-2,2287;-0,8941)

B, 0,0221 (0,0209;0,0233) 0,0668 (0,0527;0,0818)

trou-se vantajosa na consideracido das restricoes dos
parametros do modelo. As estimativas bayesianas res-
peitaram os limites impostos aos pardametros para todos
os modelos e conjuntos de dados analisados, sendo que,
O mesmo hao ocorreu com as estimativas obtidas pelo
método de minimos quadrados.

A modelagem bayesiana proposta mostrou-se
recomendavel como técnica alternativa precisa e eficiente
para a estimacao dos parametros das relacoes hipsométricas.
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